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Μέθοδοι μαθηματικής μοντελοποίησης  
σε in vitro μελέτες καρκίνου

Τα μαθηματικά μοντέλα που περιγράφουν βιολογικά φαινόμενα συνιστούν 

ισχυρά εργαλεία για την κατανόησή τους και για την πρόβλεψη της πορείας 

και της συμπεριφοράς τους. Η μοντελοποίηση πολύπλοκων βιολογικών 

συστημάτων, όπως ένας καρκινικός όγκος, μπορεί να παρέχει λεπτομερή 

περιγραφή των μηχανισμών που διέπουν τις λειτουργίες των μονήρων 

κυττάρων και του όγκου ως συστήματος ετερογενών κυττάρων. Επί πλέον, η 

μαθηματική μοντελοποίηση αποτελεσμάτων in vitro πειραμάτων πιθανόν να 

αναδείξει νέες υποθέσεις που μπορούν να εξεταστούν πειραματικά, εμπλουτί-

ζοντας έτσι την αξία των αποτελεσμάτων μιας μελέτης in vitro. Στην παρούσα 

ανασκόπηση αναλύονται μερικές από τις πλέον συνήθεις και σημαντικές 

τεχνικές μαθηματικής μοντελοποίησης που χρησιμοποιούνται στη Βιολογία 

και στην Ιατρική και ως εκ τούτου και στη μελέτη του καρκίνου: οι διαφορι-

κές εξισώσεις, οι οποίες μπορεί να είναι είτε συνήθεις είτε μερικές, η θεωρία 

παιγνίων και η πλέον εξειδικευμένη για τα βιολογικά φαινόμενα εξελικτική 

θεωρία παιγνίων, τα μοντέλα που είναι βασισμένα σε πράκτορες και, τέλος, τα 

κυτταρικά αυτόματα και τα δυναμικά κυτταρικά αυτόματα. Παρουσιάζονται 

τα κύρια σημεία των εν λόγω τεχνικών, τα πλεονεκτήματα και οι περιορισμοί 

τους και παρέχονται παραδείγματα επιστημονικών δημοσιεύσεων που έχουν 

ως αντικείμενο τη μελέτη καρκινικών συστημάτων με τις εφαρμογές των 

ανωτέρω τεχνικών. Σκοπός της ανασκόπησης είναι η κατανόηση της αξίας 

της μαθηματικής μοντελοποίησης στην έρευνα του καρκίνου και του τρόπου 

με τον οποίο μπορεί να απαρτιώσει και να προβλέψει πειραματικά δεδομένα 

που προήλθαν από in vitro μελέτες.
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Τα μαθηματικά και τα υπολογιστικά μοντέλα που χρησι-

μοποιούνται για την περιγραφή των μηχανισμών βιολογικών 

συστημάτων και την αναπαραγωγή της συμπεριφοράς 

τους εξελίσσονται συνεχώς με την τεχνολογική πρόοδο.1 

Τα μοντέλα συνιστούν εργαλεία για την κατανόηση των 

βιολογικών διαδικασιών που μελετώνται και την εξήγηση 

των βιολογικών φαινομένων. Μπορούν να χρησιμοποιηθούν 

για να εξετάσουν υποθέσεις και να κάνουν προβλέψεις με 

τη χρήση βιολογικών δεδομένων που προσαρμόζονται στις 

παραμέτρους οι οποίες χρησιμοποιούνται στο μοντέλο.2 

Η μοντελοποίηση μπορεί να αξιοποιηθεί και να συν-

δράμει στη λεπτομερή κατανόηση των μηχανισμών και 

των διαδικασιών του καρκίνου.3 Η περιγραφή του καρκίνου 

με τη χρήση της μοντελοποίησης μπορεί να αναδείξει την 

ανάγκη για νέα πειράματα και μαθηματικά μοντέλα. Τα εν 

λόγω μοντέλα ενσωματώνουν εμπειρικά στοιχεία, αξιολο-

γούν συστηματικά τις υποθέσεις, διερευνούν εναλλακτικούς 

μηχανισμούς και κάνουν προβλέψεις που μπορούν να επι-

κυρωθούν πειραματικά. Μπορεί να αποκαλύψουν δεδομένα 

που δεν είχαν ληφθεί υπ’ όψιν μέχρι τώρα.4

Τα μοντέλα μπορούν να χρησιμοποιηθούν πριν από 

τα βιολογικά πειράματα, παράλληλα ή μετά από αυτά.3 

Η μαθηματική μοντελοποίηση βοηθά τους επιστήμονες 

στην κατανόηση των μηχανισμών και της δυναμικής που 

υπόκεινται των πειραματικών παρατηρήσεων. Η σχεδίαση 

των μοντέλων απαιτεί πειραματικά δεδομένα και γνώση ή 

υπόθεση για το πώς συνδέονται μεταξύ τους οι συνιστώσες 

του συστήματος.5 Επί πλέον, η μοντελοποίηση μπορεί να 

συμβάλλει στη σχεδίαση θεραπειών κατά του καρκίνου, 

καθώς έχουν προταθεί πολλά μοντέλα για τη χημειοθερα-

πεία, την ακτινοθεραπεία, τη χειρουργική προσέγγιση και 

την ανάπτυξη νέων θεραπειών.6

Σκοπός της παρούσας ανασκόπησης είναι η μελέτη των 

πλέον βασικών μεθόδων μοντελοποίησης και της εφαρμο-
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γής των μεθόδων αυτών σε in vitro κυτταρικές σειρές. Πραγ-

ματοποιήθηκε έλεγχος της διεθνούς βιβλιογραφίας στο 

PubMed χρησιμοποιώντας τις λέξεις-κλειδιά: “Mathematical 

modeling cancer” και “mathematical modelling methods”.

2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗΣ

Η ενότητα αυτή μελετά κάποιες από τις πλέον δημοφι-

λείς μεθόδους μοντελοποίησης, καθώς και τις θετικές και 

τις αρνητικές παραμέτρους της κάθε μεθόδου.

2.1. Μοντέλα διαφορικών εξισώσεων  
(differential equation modeling) 

Η πιο κοινή υλοποίηση των συνεχών μοντέλων πραγμα-

τοποιείται με τη χρήση συνήθων και μερικών διαφορικών 

εξισώσεων (ΣΔΕ και ΜΔΕ, αντίστοιχα).

Οι ΣΔΕ περιέχουν μια ανεξάρτητη μεταβλητή. Για τα 

δυναμικά συστήματα, η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο 

χρόνος, ενώ οι εξαρτημένες μπορεί να είναι ο όγκος του 

καρκίνου, το κλάσμα μιας γενετικής αλλοίωσης σε έναν 

πληθυσμό ή η πιθανότητα να βρεθεί ένας υποδοχέας σε 

μια συγκεκριμένη κατάσταση σε μια συγκεκριμένη χρονική 

στιγμή. Μπορεί να περιγράψουν συστήματα πολλών και 

λίγων διαστάσεων.4 Οι ΣΔΕ προϋποθέτουν μεγάλο μέγεθος 

πληθυσμού, συνεχείς τιμές παραμέτρων και διαδικασίες 

χωρίς μνήμη.1 Υποθέτουν, επίσης, ότι το κυτταρικό μικροπε-

ριβάλλον θεωρείται ομοιόμορφο και τα μονήρη συστατικά 

δεν μελετώνται, γεγονός που τα περιορίζει αρκετά. Ωστόσο, 

οι σχετικοί περιορισμοί επιτρέπουν σε αυτή τη μέθοδο να 

ενσωματώνεται πιο εύκολα στα πειραματικά δεδομένα.7

Μια άλλη μέθοδος συνεχούς μοντελοποίησης είναι τα 

μοντέλα που χρησιμοποιούν ΜΔΕ. Οι ΜΔΕ εφαρμόζονται 

σε συστήματα στα οποία οι ποσότητες ενδιαφέροντος 

εξαρτώνται από περισσότερες της μίας ανεξάρτητες με-

ταβλητές (για παράδειγμα, τον χρόνο και τον χώρο), άρα 

λαμβάνουν υπ’ όψιν τους και τα χωρικά και τα χρονικά 

χαρακτηριστικά του όγκου.4 Ωστόσο, τα εν λόγω μοντέλα 

είναι υπολογιστικά πιο κοστοβόρα και απαιτούν δεδομένα 

τα οποία έχουν οριστεί χωρικά, σε αντίθεση με τα μοντέλα 

ΣΔΕ που χρειάζονται μόνο χρονικά δεδομένα και υλοποι-

ούνται πιο εύκολα.8 

Τα μοντέλα ΣΔΕ και ΜΔΕ συχνά χρησιμοποιούνται για 

την περιγραφή συστημάτων που μπορούν να αντιπροσω-

πεύονται από διακριτά διαμερίσματα.1 Η διαμερισματική 

μοντελοποίηση είναι μια από τις πιο παλιές και πλέον 

δημοφιλείς προσεγγίσεις στην περιγραφή δυναμικών με-

ταξύ μεταβλητών.9 Σε αυτή τη μέθοδο μοντελοποίησης η 

ανάλυση του συστήματος γίνεται με τον διαχωρισμό του 

συστήματος σε έναν πεπερασμένο αριθμό συνιστωσών, που 

ονομάζονται διαμερίσματα, και αλληλεπιδρούν μεταξύ τους 

με την ανταλλαγή υλικών. Κάθε σύστημα αποτελείται από 

δύο ή περισσότερα διακριτά διαμερίσματα.10 Τα διαμερισμα-

τικά μοντέλα είναι μοντέλα μεμονωμένων παραμέτρων, στα 

οποία τα γεγονότα του συστήματος αναπαρίστανται από 

ένα σύνολο μεταβλητών που μεταβάλλονται χρονικά.11 Το 

μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει τα διαμερίσματα είναι 

μια συλλογή διαφορικών εξισώσεων, η οποία αναπαριστά 

τον ρυθμό μεταβολής της ποσότητας του υλικού σε κάθε 

διαμέρισμα με την πάροδο του χρόνου.9

2.2. Θεωρία παιγνίων

Μεταξύ των κυττάρων ενός όγκου υπάρχει τόσο αντα-

γωνισμός για χώρο και πόρους, όσο και συναγωνισμός για 

την έκκριση παραγόντων που διευκολύνουν την ανάπτυξη 

του όγκου. Τα κύτταρα αλληλoεπιδρούν και συνεργάζονται 

τόσο μεταξύ τους όσο και με το μικροπεριβάλλον τους για 

την ανάπτυξη του όγκου. Οι κανόνες που διέπουν αυτές τις 

αλληλεπιδράσεις περιγράφονται μαθηματικά από τη θεωρία 

παιγνίων (game theory). Η θεωρία παιγνίων είναι η μελέτη 

των στρατηγικών αλληλεπιδράσεων μεταξύ ατόμων που 

υιοθετούν στρατηγικές και ονομάζονται παίκτες. Σε κάθε 

αλληλεπίδραση προκύπτει όφελος για τους παίκτες, το 

οποίο αναπαρίσταται από μια μήτρα οφέλους. Το όφελος 

εξαρτάται τόσο από τη συμπεριφορά του κάθε παίκτη 

όσο και από τη συμπεριφορά των άλλων παικτών. Στην 

περίπτωση του καρκίνου, οι παίκτες μπορεί να είναι είτε 

κύτταρα είτε άλλες οντότητες και το κέρδος η εξελικτική 

καταλληλότητα.12

Στη μελέτη του καρκίνου χρησιμοποιείται η εξελικτική 

θεωρία παιγνίων, η οποία έχει εμπνευστεί από τις αρχές 

της δαρβινικής εξέλιξης. Η δαρβινική θεωρία της εξέλιξης 

αρχικά απαιτεί κληρονομούμενη ποικιλομορφία, καθώς τα 

κληρονομικά χαρακτηριστικά ποικίλλουν μεταξύ διαφο-

ρετικών καρκινικών κυττάρων ως αποτέλεσμα διαφόρων 

γενετικών μηχανισμών. Προϋποθέτει επίσης αγώνα για την 

ύπαρξη, καθώς οι οργανισμοί αυξάνονται εκθετικά σε ιδα-

νικές συνθήκες αλλά υπάρχουν όρια στην ανάπτυξη λόγω 

του ανταγωνισμού για τον χώρο και τους πόρους. Τέλος, η 

κληρονομούμενη ποικιλομορφία επιδρά στον αγώνα για 

την ύπαρξη, γιατί τα κύτταρα με κληρονομούμενα χαρα-

κτηριστικά που υπερισχύουν έναντι άλλων θα αυξηθούν 

σε συχνότητα με την πάροδο του χρόνου.13 

 Σε αυτόν τον κλάδο της θεωρίας παιγνίων το κέρδος 

αντιστοιχεί στη δαρβινική καταλληλότητα, οι παίκτες σε 

καρκινικά κύτταρα ή κύτταρα του στρώματος και οι στρατη-

γικές σε φαινότυπους οι οποίοι παράγονται από μεταλλάξεις 

που διαφοροποιούν τον έναν τύπο του πληθυσμού από τον 
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άλλον. Σε αντίθεση με την κλασική θεωρία παιγνίων, αυτοί 

οι παίκτες δεν χρειάζεται να είναι λογικοί, καθώς κληρονο-

μούν τα χαρακτηριστικά τους και τους φαινότυπους και δεν 

τους επιλέγουν με τη λογική.14

Η «καλύτερη» στρατηγική για ένα καρκινικό κύτταρο 

εξαρτάται από τις στρατηγικές άλλων καρκινικών κυττά-

ρων.15 Η φυσική επιλογή μεταβάλλει τη συχνότητα των 

φαινοτύπων. Η εξελικτική θεωρία περιγράφει μαθηματικά 

τις αλλαγές στους φαινότυπους, προσδιορίζει την ισορροπία 

στην οποία μπορεί να συνυπάρχουν όλοι οι φαινότυποι και 

την αξιολογεί.4 

Η συγκεκριμένη μέθοδος μοντελοποίησης χρησιμο-

ποιείται σε εξελικτικές θεραπείες όπου στοχεύεται η κα-

θοδήγηση της δυναμικής του περιβάλλοντος του όγκου 

για καλύτερο αποτέλεσμα ή ακόμη και θεραπεία.16 Έχουν 

προταθεί πολλοί τύποι παιγνίων στα οποία επιδίδονται τα 

καρκινικά κύτταρα, όπως τα βασιζόμενα στο δίλημμα του 

φυλακισμένου,17,18 παίγνια συνεργασίας,19 συντονισμού20 

και δημόσιου αγαθού.12

2.3. Μοντέλα βασισμένα στο άτομο 

Τα μοντέλα που βασίζονται σε άτομο (individual based 

models) προσομοιώνουν τους πληθυσμούς ή τα συστή-

ματα ως ένα σύνολο διακριτών ατόμων ή οργανισμών. 

Κάθε άτομο χαρακτηρίζεται από ένα σύνολο μεταβλητών 

κατάστασης, χαρακτηριστικών και συμπεριφορών. Οι με-

ταβλητές κατάστασης περιλαμβάνουν τη θέση στον χώρο, 

τα φυσιολογικά και τα συμπεριφορικά χαρακτηριστικά, 

διαφέρουν από άτομο σε άτομο και μεταβάλλονται με 

την πάροδο του χρόνου. Οι συμπεριφορές μπορεί να περι-

λαμβάνουν την ανάπτυξη, την αναπαραγωγή, την επιλογή 

ενδιαιτήματος, την αναζήτηση τροφής και τη διασπορά. Οι 

συμπεριφορές σε επίπεδο πληθυσμού προκύπτουν από τις 

αλληλεπιδράσεις ανάμεσα στα αυτόνομα άτομα που τον 

απαρτίζουν και τις αλληλεπιδράσεις των εν λόγω ατόμων 

με το περιβάλλον τους.

Η συγκεκριμένη μέθοδος μπορεί να προσομοιώσει 

τα άτομα και τις μεταξύ τους αλληλεπιδράσεις με μεγάλο 

βαθμό πολυπλοκότητας, δύσκολο να αναπαρασταθεί από 

τις μεθόδους που βασίζονται σε διαφορικές εξισώσεις.21 

Τα μοντέλα που βασίζονται στο άτομο έχουν μεγαλύτερη 

ευελιξία, καθώς μελετούν τις αλληλεπιδράσεις ανάμεσα σε 

ετερογενή άτομα, την αλληλεπίδρασή τους με το περιβάλλον 

και αναπαριστούν ρεαλιστικά τα δεδομένα. Αυτός ο τύπος 

μοντελοποίησης επίσης ενσωματώνει την έννοια της μάθη-

σης τόσο σε επίπεδο ατόμου όσο και πληθυσμού. Ωστόσο, 

η πολυπλοκότητά τους καθιστά την παραμετροποίηση, την 

ανάλυση και τη γενίκευσή τους δυσχερή.22

Οι δύο πλέον δημοφιλείς μέθοδοι που βασίζονται σε 

άτομο είναι τα μοντέλα τα βασισμένα σε πράκτορες και τα 

κυτταρικά αυτόματα. 

2.3.1. Μοντέλα βασισμένα σε πράκτορες. Τα μοντέλα τα 

βασισμένα σε πράκτορες (agent based modeling) είναι μια 

τεχνική μοντελοποίησης που εξετάζει τις δράσεις αυτόνο-

μων ατόμων σε ένα πολύπλοκο σύστημα. Τα άτομα αυτά 

ονομάζονται πράκτορες και ο κάθε πράκτορας μπορεί να 

λαμβάνει αποφάσεις βασισμένος σε ένα σύνολο προκα-

θορισμένων κανόνων.23 Οι πράκτορες δρουν αυτόνομα, 

αλλά αλληλεπιδρούν με το περιβάλλον τους, τις ιδιότητες 

του συστήματος και άλλους πράκτορες και ελέγχεται το 

πώς οι αλλαγές σε κάθε άτομο επηρεάζουν τη συνολι-

κή συμπεριφορά του συστήματος που μοντελοποιείται. 

Υπάρχει επίσης η δυνατότητα οι πράκτορες να «μάθουν» 

από προηγουμένως αποτυχημένες αποφάσεις και να προ-

σαρμοστούν, δηλαδή να αλλάξουν τη συμπεριφορά τους 

βάσει των ιδιοτήτων του συστήματος.24 Στην πιο απλή του 

μορφή ένα μοντέλο που βασίζεται σε πράκτορες αποτελείται 

από ένα σύστημα πρακτόρων και τις σχέσεις μεταξύ τους.25 

Η εν λόγω μέθοδος είναι ιδανική για τη μελέτη του καρ-

κίνου, καθώς μπορεί να περιγράψει την ετερογένεια που 

χαρακτηρίζει τον καρκίνο ως βιολογικό σύστημα.26 Σε ένα 

καρκινικό σύστημα, οι αλληλεπιδράσεις μεταξύ των πρα-

κτόρων (οι οποίοι μπορεί να είναι κύτταρα, πρωτεΐνες και 

γονίδια) είναι μη συνεχείς και διακριτές, οι θέσεις τους στον 

χώρο δεν είναι καθορισμένες και ο πληθυσμός τους είναι 

ετερογενής. Τα μοντέλα τα βασισμένα σε πράκτορες μπο-

ρούν να υπερβαίνουν αυτούς τους περιορισμούς και να 

εφαρμοστούν σε πολλαπλές διαστάσεις.23 Ένα επί πλέον 

πλεονέκτημα της συγκεκριμένης μεθόδου είναι ότι μπορεί να 

συλλάβει τις μικρές διαφορές οι οποίες υπάρχουν ή ενδέχεται 

να προκύψουν ανάμεσα στους πράκτορες, σε αντίθεση με 

τις συνεχείς τεχνικές μοντελοποίησης που υπολογίζουν τη 

μέση συμπεριφορά των συνιστωσών του συστήματος, αφού 

το θεωρούν ομοιόμορφο.27 Η μοντελοποίηση που βασίζεται 

σε πράκτορες έρχεται να καλύψει τους περιορισμούς που 

χαρακτηρίζουν τις διαφορικές εξισώσεις, όπως η γραμμικό-

τητα, η ομοιογένεια, η συνέχεια και η στατικότητα.28 

Το πλέον σημαντικό μειονέκτημα της συγκεκριμένης 

μεθόδου είναι ότι υπολογιστικά είναι ιδιαίτερα απαιτητική.23 

Ο παράλληλος προγραμματισμός και οι υπολογιστικές 

τεχνικές υψηλής απόδοσης μπορεί να συνδράμουν στο 

ζήτημα της υπολογιστικής πολυπλοκότητας, καθώς κατα-

κερματίζουν την εργασία σε μικρά τμήματα που λύνονται 

παράλληλα, μειώνοντας σημαντικά τον χρόνο που απαι-

τείται για να «τρέξει» το μοντέλο.29 Μια άλλη λύση στην 

υπολογιστική πολυπλοκότητα είναι η χρήση υβριδικών 

μοντέλων, τα οποία συνδυάζουν μοντέλα πρακτόρων με 
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συνεχή μοντέλα, μειώνουν τις υπολογιστικές απαιτήσεις 

και απλοποιούν το περιβάλλον.30 

Τα εν λόγω μοντέλα μπορεί να περιέχουν διαφορικές 

εξισώσεις και έχουν κάποια στοιχεία από τη θεωρία παιγνίων 

και τον εξελικτικό προγραμματισμό.24 Τα πιο εξελιγμένα 

μοντέλα πρακτόρων μπορεί να περιέχουν νευρωνικά δί-

κτυα, εξελικτικούς αλγορίθμους ή άλλες τεχνικές για να 

ενσωματώσουν ρεαλιστική μάθηση και προσαρμογή.25 Τα 

μοντέλα πρακτόρων μπορούν να υλοποιηθούν σε γλώσ-

σες προγραμματισμού, με πλέον συνήθη την Java, ή με 

λογισμικά, όπως το NetLogo,31 το Repast32 και το FLAME.33 

2.3.2. Κυτταρικά αυτόματα. Τα κυτταρικά αυτόματα (cel-

lular automata) αναπαριστούν διακριτά άτομα, τα οποία 

ονομάζονται κύτταρα, και τους κανόνες που διέπουν και 

καθορίζουν τις αλληλεπιδράσεις τους και χρησιμοποιού-

νται για να μοντελοποιήσουν χρονικές και χωρο-χρονικές 

διαδικασίες. Οι κανόνες μπορεί να είναι απλοί αλλά και 

σύνθετοι, και κάθε κύτταρο ενδέχεται να περιλαμβάνει ένα 

ή και περισσότερα μόρια ή βιολογικά κύτταρα.34,35

Ένα κυτταρικό αυτόματο έχει ένα πλέγμα κυττάρων, όπου 

το κάθε κύτταρο έχει έναν πεπερασμένο αριθμό καταστάσε-

ων και ένα περιβάλλον που περιτριγυρίζει ένα κύτταρο το 

οποίο ανήκει στο πλέγμα. Επί πλέον, στοιχεία του κυτταρικού 

αυτόματου αποτελούν ένα σύνολο αρχικών καταστάσεων και 

ένα σύνολο κανόνων, η εφαρμογή των οποίων μεταβάλλει 

την κατάσταση ενός κυττάρου. Το μοντέλο εξελίσσεται κα-

θώς οι κανόνες εφαρμόζονται σε κάθε κύτταρο.24 Η κίνηση 

των κυττάρων ρυθμίζεται από τους κανόνες μετάβασης που 

εφαρμόζονται στη γειτονιά του κυττάρου.36

Τα δυναμικά κυτταρικά αυτόματα είναι μια κατηγορία 

κυτταρικών αυτομάτων, όπου εισάγεται μια γεννήτρια τυχαί-

ων αριθμών η οποία επιλέγει την κατεύθυνση της κίνησης 

του επόμενου χρονικού βήματος. Τα μόρια μπορεί να μετα-

κινηθούν σε ένα ή περισσότερα κύτταρα κάθε φορά.35 Τα 

δυναμικά κυτταρικά αυτόματα διαφέρουν από τα συμβατικά 

κυτταρικά αυτόματα καθώς σε αυτά, σύμφωνα με τη δυνα-

μική κατά Brown, οι κινήσεις των μορίων προσομοιάζουν 

τις κινήσεις πραγματικών μακρομορίων. Απαιτούν τακτικά 

χρονικά βήματα, στα οποία το μέγεθος του πλέγματος και τα 

χρονικά βήματα είναι αρκετά μικρά ώστε να ικανοποιήσουν 

τις παραμέτρους που υπολογίστηκαν πειραματικά.37,38

3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗΣ 

ΣΕ IN VITRO ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ

3.1. Μελέτες με εφαρμογή μοντέλων  
διαφορικών εξισώσεων

Μια μελέτη που αφορούσε σε δεδομένα από κυτταρικές 

σειρές καρκίνου του μαστού πρότεινε ένα μοντέλο που 

προβλέπει το πώς η διαθεσιμότητα της γλυκόζης επηρεά-

ζει την ανάπτυξη του όγκου. Αφού επιλύθηκε ένα σύνολο 

ΣΔΕ ως προς τον χρόνο για να υπολογιστεί το πώς μετα-

βάλλεται ο αριθμός ζωντανών και νεκρών κυττάρων υπό 

διαφορετικές αρχικές συνθήκες συγκέντρωσης γλυκόζης, 

αναπτύχθηκαν μαθηματικά μοντέλα για τον υπολογισμό 

της ανάπτυξης των καρκινικών κυττάρων συναρτήσει της 

συγκέντρωσης γλυκόζης.39

Μια μελέτη με αντικείμενο τη μακροπρόθεσμη απόκρι-

ση κυτταρικών σειρών καρκίνου του μαστού στη δοξορου-

βικίνη σκόπευε στη βελτιστοποίηση του προγράμματος 

της θεραπείας. Χρησιμοποιήθηκαν επί μέρους μοντέλα 

για τον χαρακτηρισμό της μεταβολής στην ευαισθησία 

στη δοξορουβικίνη σε τρεις κυτταρικές σειρές καρκίνου 

του μαστού. Τα κύτταρα υποβλήθηκαν σε προγράμματα 

θεραπειών με διαφορετική συγκέντρωση, διάστημα με-

ταξύ των θεραπειών και αριθμό διαδοχικών θεραπειών. 

Τα δεδομένα από την παρακολούθηση των κυτταρικών 

πληθυσμών χρησιμοποιήθηκαν ως δεδομένα εισόδου 

σε ένα σύνολο επί μέρους μοντέλων, που αποτελούνταν 

από ΣΔΕ, για την ανάπτυξη του όγκου. Τα αποτελέσματα 

έδειξαν ότι το διάστημα μεταξύ των θεραπειών είναι ση-

μαντικό για την απόδοση της θεραπείας και προτάθηκε 

βέλτιστο χρονικό διάστημα ανάμεσα στις θεραπείες για 

κάθε κυτταρική σειρά.40

Παρουσιάστηκε ένα εναλλακτικό μοντέλο αύξησης του 

πληθυσμού, όπου τα κύτταρα τα οποία είχαν καλλιεργηθεί 

in vitro σε χαμηλή πυκνότητα πληθυσμού ακολουθούσαν το 

φαινόμενο Allee. Κατά το φαινόμενο Allee, η καταλληλότητα 

του πληθυσμού κλιμακώνεται ανάλογα με το μέγεθος του 

πληθυσμού, όταν ο πληθυσμός είναι μικρός. Το μοντέλο 

ήταν στοχαστικό, βασιζόταν σε έναν συνδυασμό ΣΔΕ και 

ΜΔΕ και εφαρμόστηκε σε δεδομένα πολλαπλασιασμού των 

κυττάρων που συλλέχθηκαν από in vitro καλλιέργεια μιας 

κυτταρικής σειράς από καρκίνο του μαστού. Τα αποτελέ-

σματα έδειξαν ότι η αύξηση του πληθυσμού περιγράφεται 

καλύτερα από μοντέλα που ενσωματώνουν το φαινόμενο 

Allee.41

Δημιουργήθηκε ένα διαμερισματικό μοντέλο, με σκοπό 

τη μελέτη της βιοκατανομής της 18F-χολίνης (18F-FCH) σε 

ασθενείς που υποβάλλονταν σε απεικονιστική εξέταση 

με τομογραφία εκπομπής ποζιτρονίων (positron emission 

tomography, PET) για τη διάγνωση καρκίνου του προστάτη. 

Το μοντέλο αποτελείτο από ένα κεντρικό διαμέρισμα το 

αίμα, ένα διαμέρισμα για κάθε νεφρό, από ένα διαμέρισμα 

για τον σπλήνα, το ήπαρ, την ουροδόχο κύστη, αντίστοιχα, 

και ένα γενικό διαμέρισμα για το εναπομείναν υλικό. Υπολο-

γίστηκαν οι δόσεις ακτινοβολίας που δέχονταν τα όργανα. 
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Τα όργανα που δέχονταν τις μεγαλύτερες δόσεις ήταν το 

ήπαρ και οι νεφροί. Το μοντέλο περιέγραφε τη βιοκατανομή 

της 18F-FCH και υπολόγιζε τη δόση της ακτινοβολίας που 

δεχόταν ο κάθε ασθενής.42

3.2. Μελέτες με εφαρμογή θεωρίας παιγνίων

Οι αρχές της εξελικτικής θεωρίας παιγνίων εφαρμόστη-

καν σε μια μελέτη με σκοπό τον καθορισμό των χαρακτηρι-

στικών που προσδιορίζουν τη φαινοτυπική ποικιλομορφία 

του πολλαπλού μυελώματος. Προσδιορίστηκαν οι αλληλε-

πιδράσεις ανάμεσα στα φυσιολογικά (οστεοκλάστες και 

οστεοβλάστες) και στα καρκινικά κύτταρα (κύτταρα του 

πολλαπλού μυελώματος) και αναπαραστήθηκαν σε μια 

μήτρα οφέλους. Βρέθηκε ότι οι δυναμικές που καθορίζουν 

τον όγκο και τη φαινοτυπική ποικιλομορφία προσδιορίζο-

νται από την εξελικτική καταλληλότητα των διαφορετικών 

κυτταρικών τύπων.43

Μια μελέτη με αντικείμενο την αγγειογένεση και τον 

μεταβολισμό κατά τη διάρκεια αερόβιας γλυκόλυσης 

πρότεινε ένα παίγνιο διπλών αγαθών. Η παραγωγή οξέος 

μέσω της γλυκολυτικής οδού θεωρήθηκε δημόσιο αγαθό 

για όλα τα καρκινικά κύτταρα, ενώ το οξυγόνο από την 

αγγειογένεση ευνοούσε μόνο τα καρκινικά κύτταρα που 

δεν χρησιμοποιούν τη γλυκολυτική οδό. Προέκυψαν έτσι 

τρεις βιώσιμες φαινοτυπικές στρατηγικές: η γλυκολυτική, 

της αγγειογένεσης και η αερόβια χωρίς αγγειογένεση. Η 

δυναμική του μοντέλου έδωσε τρεις ποιοτικές κατηγορίες, 

την πλήρως γλυκολυτική, την έχουσα πλήρως αγγειογένε-

ση, και την πολυκλωνική (και των τριών τύπων – πλήρους 

και μικτού). Από το μοντέλο προέκυψε ότι η δυναμική της 

πολυκλωνικής κατηγορίας αναδεικνύει τη σημασία της 

χορήγησης θεραπειών που στοχεύουν στην αναστολή της 

αερόβιας γλυκόλυσης σε συγκεκριμένα χρονικά σημεία σε 

σχέση με θεραπείες που στοχεύουν στην αναστολή της 

αγγειογένεσης.44

Προτάθηκε ένα μοντέλο για τη βελτιστοποίηση της 

προσαρμοστικής θεραπείας που χρησιμοποιεί εξελικτική 

θεωρία παιγνίων και δυναμικό προγραμματισμό, βασισμένο 

σε ένα παλαιότερο μοντέλο.44 Το εν λόγω μοντέλο συγκρι-

τικά με τη στρατηγική που στηρίζεται στη χορήγηση της 

μέγιστης ανεκτής δόσης μπόρεσε να βελτιστοποιήσει τη 

διαδικασία της ανάρρωσης και να μειώσει την ποσότητα 

φαρμάκων που χορηγούνται.45

Ένα μοντέλο βασισμένο σε θεωρία παιγνίων περιέγραψε 

την απόκριση και την αντίσταση στη θεραπεία κατά τον 

μεταστατικό καρκίνο του προστάτη. Ως παίκτες τέθηκαν 

τρεις ανταγωνιστικοί φαινότυποι, τα κύτταρα που απαιτούν 

ανδρογόνα, τα κύτταρα τα οποία παράγουν τεστοστερόνη 

και τα κύτταρα που παρουσιάζουν αντίσταση στην αμπι-

ρατερόνη (abiraterone), αναστολέα του ενζύμου CYP17A1, 

που βελτιώνει την επιβίωση. Τα αποτελέσματα, συμβατά 

με κλινικές παρατηρήσεις, έδειξαν αύξηση του τελευταίου 

κυτταρικού πληθυσμού. Στη συνέχεια, το μοντέλο έδειξε 

πώς μια εξελικτική θεραπεία θα μπορούσε να συμβάλλει 

στη μείωση της συνολικής δόσης των φαρμάκων που 

λαμβάνει ο ασθενής.46 

3.3. Μελέτες με εφαρμογή μοντέλων  
βασισμένων στο άτομο

3.3.1. Μελέτες με εφαρμογή μοντελοποίησης βασισμένης 

σε πράκτορες. Σε μια μελέτη αναπτύχθηκε ένα μοντέλο 

πρακτόρων για την εξέταση των αλληλεπιδράσεων μεταξύ 

του ανοσοποιητικού συστήματος και των καρκινικών κυτ-

τάρων με τη χρήση μυελοειδών κατασταλτικών κυττάρων. 

Το μοντέλο χρησιμοποίησε 8 βιολογικούς πράκτορες, 4 

κυτταρικούς πληθυσμούς και 4 κυτταροκίνες, που αλλη-

λοεπιδρούσαν μεταξύ τους είτε αυξητικά είτε ανασταλ-

τικά. Υπολογίστηκε ο όγκος του καρκίνου, το ποσοστό 

των μυελοειδών κατασταλτικών κυττάρων και ο αριθμός 

των αποτελεσματικών ανοσοποιητικών κυττάρων, ενώ τα 

αποτελέσματα συγκρίθηκαν με τα in vivo πειραματικά δε-

δομένα από ομάδα ποντικών, στους οποίους εφαρμόστηκε 

συνδυαστική θεραπεία, και επικυρώθηκαν.47

Μια μελέτη που αφορούσε σε δεδομένα από κυτταρικές 

σειρές καρκίνου του εγκεφάλου ενσωμάτωσε στοιχεία της 

θεωρίας παιγνίων σε ένα παλαιότερο χωρο-χρονικό μοντέ-

λο πρακτόρων.48 Τα αποτελέσματα έδειξαν ότι ακόμη και 

οι πολύ κακοήθεις φαινότυποι μπορούσαν να υφίστανται 

χωρίς να υπάρχουν αλλαγές στη δομή και γι’ αυτόν τον λόγο 

οι συγγραφείς πρότειναν τη λήψη πολλαπλών βιοψιών.49

Αναπτύχθηκε ένα μοντέλο πρακτόρων με τη βοήθεια 

πειραματικών δεδομένων για τη μελέτη των μηχανισμών 

της αποτελεσματικότητας της θεραπείας με ράδιο-223 σε 

ασθενείς με καρκίνο του προστάτη που εμφάνισε μετά-

σταση στα οστά. Το μοντέλο προέβλεπε την εξέλιξη της 

μετάστασης από τον προστάτη στα οστά και την απόκριση 

στη θεραπεία με ράδιο-223. Αποδείχθηκε ότι η αποτελε-

σματικότητα της θεραπείας εξαρτάται από το μέγεθος του 

όγκου, καθώς όγκος πολύ μικρού ή πολύ μεγάλου μεγέθους 

παρουσίαζε αντίσταση στη θεραπεία.50

Σε μια μελέτη με αντικείμενο το in situ πορογενές καρ-

κίνωμα του μαστού (ductal carcinoma in situ, DCIS) παρου-

σιάστηκε ένα μοντέλο πρακτόρων πολλαπλών κλιμάκων 

που μελετά τις δυναμικές των πληθυσμών των κυττάρων, 

τις φαινοτυπικές κατανομές και τα μοριακά σηματοδοτικά 

μονοπάτια τα οποία εμπλέκονται. Το μοντέλο δεν ήταν αμι-
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γώς πρακτόρων, αλλά υβριδικό με ΜΔΕ που περιέγραφαν 

τις κινήσεις των μορίων. Τα αποτελέσματα συνάδουν με τα 

αποτελέσματα άλλων μελετών μοντελοποίησης και έδειξαν 

ότι η ανάπτυξη του καρκινώματος σε πρώιμα στάδια γίνεται 

σε δύο διακριτές φάσεις, όπου κατά την πρώτη αυξάνεται 

εκθετικά και στη συνέχεια αυξάνεται γραμμικά.51 

3.3.2. Μελέτες με εφαρμογή κυτταρικών αυτομάτων. 

Αναπτύχθηκε ένα υβριδικό μοντέλο ΜΔΕ και κυτταρικών 

αυτομάτων για τη μελέτη της αλληλεπίδρασης του ανοσο-

ποιητικού συστήματος με έναν όγκο σε πρώιμα στάδια και 

τον χημειοτακτισμό των θρεπτικών συστατικών. Τα αποτε-

λέσματα επιβεβαίωσαν ότι η μορφολογία του όγκου εξαρ-

τάται από τους ρυθμούς κατανάλωσης και πως μπορεί να 

αναπαρασταθούν όγκοι που εξελίσσονται αρχικά εκθετικά, 

έπειτα γραμμικά, ώσπου να φθάσουν μια σταθερή ζώνη.52

Μια μελέτη κατέδειξε ότι η ανάπτυξη του όγκου του 

εγκεφάλου εξαρτάται από τον χημειοτακτισμό που προκα-

λείται από τη συγκέντρωση των υλικών και από την ομότυπη 

έλξη, μια μορφή χημειοτακτισμού κατά την οποία τα κύτ-

ταρα εκκρίνουν έναν διαλυτό παράγοντα που προσελκύει 

άλλα κύτταρα. Χρησιμοποιήθηκε μοντέλο βασισμένο στα 

κυτταρικά αυτόματα.53

Σε μια μελέτη που αφορούσε σε δεδομένα τα οποία 

υπολογίστηκαν από in vitro πειράματα που διεξήχθησαν 

σε καλλιέργειες κυττάρων γλοιώματος, εξετάστηκε η 

μετανάστευση των κυττάρων με ένα μοντέλο κυτταρικών 

αυτομάτων. Σκοπός ήταν ο προσδιορισμός της κίνησης 

των καρκινικών κυττάρων και η μελέτη δύο μηχανισμών, 

της κυτταρικής προσκόλλησης και της αδράνειας των 

κυττάρων. Τα αποτελέσματα του μοντέλου συγκρίθηκαν 

με πειραματικά δεδομένα και προέκυψε ότι η κυτταρική 

προσκόλληση είναι μια πολύ σημαντική διαδικασία.54

Η μέθοδος των κυτταρικών αυτομάτων έχει εφαρμοστεί 

και σε μελέτες που εξετάζουν την απόκριση του καρκίνου 

σε θεραπείες. Σε μια μελέτη η οποία αναφερόταν στην 

απόκριση στην ανοσοθεραπεία χρησιμοποιήθηκε ένα 

υβριδικό μοντέλο κυτταρικών αυτομάτων και διαφορικών 

εξισώσεων που περιγράφει την αλληλεπίδραση ανάμεσα 

στον όγκο και στο ανοσοποιητικό σύστημα, καθώς και 

την επίδραση της ανοσοθεραπείας στη δραστηριότητα 

των κυττάρων του ανοσοποιητικού συστήματος. Στο μο-

ντέλο προσομοιώθηκε η επαγωγή των κυτταροτοξικών Τ 

λεμφοκυττάρων και υπολογίστηκε η ανάπτυξη του όγκου, 

ανάλογα με την επαγωγή. Υπολογίστηκε η απόκριση στην 

ανοσοθεραπεία και βρέθηκε ότι η μορφολογία του όγκου 

διαδραματίζει μεγάλο ρόλο στην αποτελεσματικότητα 

της θεραπείας.55

4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Στην παρούσα ανασκόπηση αναλύθηκαν ορισμένες από 

τις βασικές μεθόδους μοντελοποίησης και παρουσιάστηκαν 

ενδεικτικά κάποιες επιστημονικές μελέτες που τις χρησιμο-

ποιούν για την in vitro μελέτη καρκινικών κυττάρων. Στην 

πράξη, στα περισσότερα μοντέλα που παρουσιάστηκαν 

χρησιμοποιούνται υβριδικά μοντέλα, τα οποία περιλαμ-

βάνουν περισσότερες από μία μεθόδους. Η εφαρμογή της 

μοντελοποίησης στον καρκίνο είναι πολλά υποσχόμενη 

καθώς, είτε χρησιμοποιείται πριν είτε παράλληλα είτε μετά 

τα in vitro πειράματα, ενδέχεται να μειώσει σημαντικά τον 

χρόνο και τους πόρους που απαιτούνται για την εύρεση 

νέων θεραπειών.
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Mathematical models describing biological phenomena comprise powerful tools for their understanding and provide 

further insight regarding their behavior. Modeling complex processes, such as a cancer tumor, can provide detailed 

description of the mechanisms governing the function of unique cancer cells, as well as their integrative function in 

a tumor as a heterogeneous cellular system. Furthermore, mathematical modeling of the results of in vitro experi-

ments can highlight new hypotheses that can be tested experimentally, enriching thus, the value of the results of an 

in vitro study. In the current review, some of the most frequent and important techniques of mathematical model-

ing used in biology and medicine, as well as in the study of cancer, are described: differential equations, that can be 

either ordinary or partial, game theory and its most specialized form for biological phenomena – evolutionary game 
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